














Capítulo 4





Formulação do Modelo Dinâmico








Um modelo dinâmico de múltiplos corpos rígidos que atendesse aos objetivos propostos para este trabalho foi formulado: um pêndulo no plano com três graus de li�berdade, invertido, onde cada grau de liberdade corresponde ao ângulo que cada seg�mento do pêndulo - perna, coxa e tronco - faz com o eixo vertical de um referencial inercial solidário ao solo. A base do pêndulo - ou o ponto onde todo conjunto fica fixo ao solo através de uma articulação tipo dobradiça�� - corresponde à articulação do tornozelo�. O primeiro membro é a perna, unida ao segundo membro, a coxa, através da articulação do joelho. Já o terceiro membro corresponde ao conjunto composto por tronco, cabeça, braços, antebraços e mãos, tomados como um único corpo rígido�. Foram estabelecidos os seguintes parâmetros (ver Figura 4.1).





LA: Comprimento da perna


LAcm: Distância do tornozelo ao centro de massa da perna


LB: Comprimento da coxa


LBcm:  Distância do joelho ao centro de massa da coxa


LCcm: Distância do quadril ao centro de massa do tronco


mA: massa das pernas


mB: massa das coxas


mC: massa do tronco


IA: momento principal de inércia da perna, na direção do eixo a3, em torno do seu centro de massa 


IB: momento principal de inércia da coxa, na direção do eixo b3, em torno do seu centro de massa


IC: momento principal de inércia do tronco, na direção do eixo c3, em torno do seu centro de massa (isto é, do centro de massa do conjunto de tronco, cabeça e mem�bros superiores) 





Foram definidos também os pontos:





O: Centro de rotação do tornozelo


AB: Centro de rotação do joelho


BC: Centro de rotação do quadril





além das coordenadas generalizadas:





QA: ângulo de inclinação da perna


QB: ângulo de inclinação da coxa


QC: ângulo de inclinação do tronco





Foram estabelecidos ainda quatro referenciais:





n: Inercial fixo ao solo


a: solidário à perna


b: solidário à coxa


c: solidário ao tronco
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Figura 4.1: Dimensões, parâmetros e referenciais do modelo de múltiplos corpos rígidos





	As equações de movimento foram deduzidas com o auxílio do software AUTOLEV� (OnLine Dynamics, 1991), seguindo a metodologia proposta por Kane e Levinson (1985). Está descrito abaixo o procedimento adotado para obtenção das equa�ções de movimento. São mostradas as definições e operações algébricas necessárias; a terminologia adotada é coerente com a Dinâmica de Kane, sendo o leitor remetido à literatura para definições formais dos conceitos empregados.








4.1. Metodologia para obtenção das equações de movimento.





Definição do número de graus de liberdade (três).





Definição de parâmetros geométricos do sistema:


	pontos O, AB, BC, A*, B*, C*





Definição das coordenadas generalizadas:


	QA, QB, QC





Definição das velocidades angulares generalizadas de corpos rígidos de um sis�tema num dado referencial (no caso, inercial), caracterizado por n coordenadas generali�zadas, a partir da equação 2.12.1 de Kane e Levinson (1985):


	� INCORPORAR Equation.2  ���	(r = 1,....,n)


	tal que Yrs e Zr são funções das coordenadas generalizadas  q1,...,qn e do tempo t. Para o sistema em questão, as assim chamadas equações diferenciais cinemáti�cas ficam:


	� INCORPORAR Equation.2  ���					(4.1)


	e as velocidades angulares:


	n(A = U1 n3


	n(B = U2 n3					(4.2)


	n(C = U3 n3





 Definição dos referenciais móveis a, b e c e inercial n





Definição das matrizes de rotação dos referenciais móveis em relação ao refe�rencial inercial:


� INCORPORAR Equation.2  ���


� INCORPORAR Equation.2  ���		(4.3)


� INCORPORAR Equation.2  ���





Definição de vetores de posição relativos entre os referenciais


	POAB = LA a1


	PABBC = LB b1					(4.4)





Cálculo das velocidades escalares absolutas dos centros de rotação (origem dos referenciais móveis) com relação ao referencial inercial, conforme a equação 2.7.1 de Kane e Levinson (1985), a partir da velocidade de um outro ponto no mesmo referencial, da velocidade angular do referencial (() e do vetor posição do segundo para o primeiro ponto:


� INCORPORAR Equation.2  ���	(4.5)		� INCORPORAR Equation.2  ���


	


Definição de vetores posição dos referenciais móveis até os centros de massa A*, B* e C* dos corpos rígidos solidários a cada referencial:


	POA* = LAcm a1


	POB* = LBcm b1					(4.6)


	POC* = LCcm c1





Cálculo das velocidades absolutas nvA*, nvB*, nvC* dos centros de massa





Cálculo das acelerações angulares dos sistemas de referência:


	� INCORPORAR Equation.2  ���					(4.7)





Diferenciação algébrica das velocidades dos centros de massa com relação ao tempo para cálculo das acelerações destes centros de massa, expressas no referencial inercial:


		� INCORPORAR Equation.2  ���					(4.8)


  


	Uma vez estabelecido o modelo cinemático, com o cálculo das velocidades abso�lutas dos centros de massa de cada corpo rígido, são introduzidos os parâmetros cinéti�cos, os torques de controle e forças externas:





Definição das massas e diádicos de inércia para cada corpo rígido.





Cálculo dos torques de inércia ((*) em cada referencial, assim como das forças de inércia generalizadas para a,b e c, com relação a n.





Definição dos torques de controle com relação ao referencial inercial:


	(a = Tora n3


	(a/b = Torb n3					(4.9)


	(b/c = Torc n3


	tal que (a/b representa o torque que o corpo rígido solidário ao referencial a exerce sobre o que está solidário ao referencial b, aplicando-se o mesmo a (b/c. Os torques aplicados aos corpos rígidos podem também ser expressos, com relação aos torques de controle nas articulações Tora, Torb e Torc, como:


	(a = (Tora - Torb) n3


	(b = (Torb - Torc) n3				(4.10)


	(c = Torc n3





Definição das forças gravitacionais (externas) nos centros de massa:


		Ga = -mA g n2


		Gb = -mB g n2					(4.11)


		Gc = -mC g n2





Cálculo das forças ativas generalizadas (Fr):


		F1 = - cos(QA) g (LA mB + LA mC LAcm mA) + Tora - Torb					F2 = - cos(QB) g (LB mC + LBcm mB) + Torb - Torc		(4.12)


		F3 = - cos(QC) g LCcm mC + Torc		





	Conhecendo-se então as forças de inércia generalizadas (Fr*) e as forças ativas generalizadas (Fr), isto é, as forças e torques externos ao sistema, é possível aplicar a chamada Equação de Kane:





		Fr* + Fr = 0				(r = 1,.....,n) 





	tal que n é o número de graus de liberdade 


	Realizando o procedimento descrito acima é possível chegar às três equações de mo�vimento do sistema. Substituindo nestas equações as coordenadas generalizadas QA, QB e QC por (1, (2 e (3:





	� INCORPORAR Equation.2  ���	(4.13)





	Verificou-se posteriormente, no projeto do controlador, a conveniência de se expressar as coordenadas do sistema num referencial tal que a posição desejada do mo�delo controlado tivesse valor zero. Assumindo assim � INCORPORAR Equation.2  ��� e � INCORPORAR Equation.2  ���, as equações de movimento ficam expressas termos das variáveis E:





	� INCORPORAR Equation.2  ���	   (4.14)





tal que 





A1=IA+LAcm2� mA+LA2mB+LA2mC


A2=LA(LB mC+ LBcmmB)


A3= LA LCcm mC


A4= IB�+ LBcm2� mB+LB2mC


A5=LB LCcm mC


A6=IC+LCcm2 mC





B1=LA(LBmC + LBcmmB) 


B2=LA LCcm mC 


B3=LB LCcm mC





G1=g(LAcmmA+LAmB+LBmC)


G2= g(LBcmmB+LBmC)       


G3= gLCcmmC		





ou numa notação sintética





	� INCORPORAR Equation.2  ���			(4.15)





sendo





	M matriz de massa


	C matriz de termos Centrípetos 


 	g vetor de termos gravitacionais


	D matriz relacionando os torques de corpo rígido atuando nos centros de massa com o torque de controle nas articulações


	( vetor de torques de controle nas articulações








4.2. Formulação de Estados (MODELO 1) e Linearização das equações de movimento





	A simulação numérica das equações de movimento a partir de um algoritmo de integração tipo Runge-Kutta requer que as equações diferenciais estejam expressas na sua formulação de estado. A principal dificuldade desta formulação, para sistemas me�cânicos não-lineares com múltiplos graus de liberdade, reside na manipulação algébrica das extensas equações que são usualmente formuladas. Essencialmente, trata-se de isolar os termos diferenciais de cada equação; num sistema de múltiplas equações acopladas, é necessário muitas vezes a solução algébrica de um sistema matricial�. Quando alguma variável possui derivadas a partir de segunda ordem, deve-se realizar uma mudança de variáveis. Por exemplo, na equação 4.15 temos que uma substituição de variáveis do tipo:





	MODELO 1





	� INCORPORAR Equation.2  ���





levaria à formulação de estados não-linear:





� INCORPORAR Equation.2  ���       (4.16)








As equações de movimento podem ser lineariza�das, para o projeto de um sistema de controle a partir de técnicas lineares, de duas maneiras, fornecendo ambas, como seria de se esperar, o mesmo conjunto de equações lineares. A primeira maneira consiste na consideração de que:





 Para deslocamentos angulares (x) pequenos, sen(x) ( x e cos(x) ( 1


Termos derivativos quadráticos (� INCORPORAR Equation.2  ���) são desprezíveis





Outra maneira de realizar a linearização é a partir do cálculo da matriz jacobiana do sis�tema:





	� INCORPORAR Equation.2  ���





	� INCORPORAR Equation.2  ���	  





	Efetuando as derivadas algebricamente e tomando x* como ponto ao redor do qual a linearização é feita:





	x* = (0,0,0,0,0,0)T





	Linearizando a equação 4.14 utilizando a primeira abordagem:





	� INCORPORAR Equation.2  ���		(4.17)





	tal que os torques de controle U1=Tora, U2=Torb e U3=Torc.





	A formulação de estado correspondente fica:





	� INCORPORAR Equation.2  ���	(4.18)





Chamando � INCORPORAR Equation.2  ���, uma vez que a inversa de uma ma�triz simétrica também é simétrica, desenvolvendo 4.17 e agrupando os termos corres�pondentes aos estados (x) e ao controle (U), a equação linear de estados fica:





� INCORPORAR Equation.2  ��


�(4.19)� INCORPORAR Equation.2  ���





e supondo que todos os estados são acessíveis:





� INCORPORAR Equation.2  ���				(4.20)





	Substituindo valores numéricos, as matrizes de estado a partir do processo de linearização mostrado acima são exatamente as mesmas obtidas a partir do cálculo do Jacobiano. 








4.3. Introdução dos Atuadores Equivalentes de Torque (MODELO 2)





	A formulação mostrada no item anterior, tendo o torque como variável de con�trole nas equações de estado, está ainda bastante distante do sistema fisiológico. Um modo de se ter em conta a dinâmica da contração muscular (Capítulo 3) na formulação do modelo matemático, consiste na introdução dos atuadores equivalentes de torque (ver item 3.4). Representados por uma equação diferencial linear de primeira ordem do tipo:





	� INCORPORAR Equation.2  ��� 





os atuadores equivalente de torque conseguem reproduzir, ao menos em parte, as pro�priedades dinâmicas de grupos musculares agrupados segundo um critério funcional, isto é, dos extensores ou flexores do tornozelo, joelho e quadril. A principal vantagem desta formulação reside na sua simplicidade e economia computacional; a síntese do sistema de controle não oferece maiores dificuldades, uma vez que o número de variáveis de con�trole coincide com o número de graus de liberdade. Além disso, pode fornecer informa�ções úteis em estratégias de controle complexas (Khang e Zajac, 1989); em alguns expe�rimentos numéricos, esta formulação tem se mostrado de grande valia na interpretação de padrões de movimento emergentes de fenômenos não-lineares (Menegaldo e Weber, 1996). São introduzidos então três novos estados no sistema (três torques nas articulações); as variáveis de controle passam a ser três ativações neuro-musculares aTi equivalentes:





MODELO 2





	� INCORPORAR Equation.2  ���





	� INCORPORAR Equation.2  ���											(4.21)





Ou numa formulação de estados linear, conveniente para o projeto do sistema de con�trole:





� INCORPORAR Equation.2  ���





� INCORPORAR Equation.2  ���					(4.22)





e supondo que apenas os deslocamentos e velocidades angulares são estados acessíveis:





	� INCORPORAR Equation.2  ���		(4.23)








4.4. Atuadores Músculo-Tendíneos (MODELO 3)





	No sistema músculo-esquelético, não existem propriamente atuadores de torque, senão de força, responsáveis por sua vez pela execução do torque nas articulações. Desta maneira, cada músculo controlado independentemente� produz um torque, na articulação que cruza, propor�cional simultaneamente à magnitude da força muscular e do braço de momento�. Tendo em conta a dinâmica da contração muscular (Capítulo 3), representada por uma equação diferencial não-linear de primeira ordem:





	� INCORPORAR Equation.2  ���			(4.24)


	


	Deve-se notar que a força entre uma origem e uma inserção muscular é aplicada pelo atuador músculo-tendíneo, e não pelo músculo (enquanto elemento contrátil isolado); são introduzidos assim novos estados ao modelo dinâmico, as forças nos tendões:





MODELO 3


� INCORPORAR Equation.2  ���





tal que n é o número de atuadores músculo-tendíneos. A formulação de estado não linear fica então:


� INCORPORAR Equation.2  ���									(4.25)





	Uma vez definido o modelo dinâmico de uma pessoa em pé, controlada por atua�dores estáticos de torque, dinâmicos de torque e, finalmente, músculo-tendíneos, resta estimar os parâmetros antropométricos e anatômicos de um sujeito específico, assim como o projeto de sistemas de controle para a recuperação da postura ereta a partir de condições iniciais. Estes assuntos estão tratados nos capítulos que se seguem.


� Que permitia movimentos angulares ao redor de apenas um eixo coordenado e impedia qualquer translação.


� Para definição das articulações utilizadas no modelo, bem como das suas referências anatômicas para determinação do centro de rotação, ver Capítulo 5. 


� Este conjunto de tronco, cabeça e membros superiores será tratado neste texto pelo nome genérico de tronco.


� A listagem do código AUTOLEV para obtenção das equações de movimento se encontra em anexo.


� O sistema de equações matriciais pode ser resolvido por algum método de pivoteamento (p. ex. eliminação de Gauss) ou diretamente pelo cálculo da matriz de massa [M]-1. Optou-se neste trabalho pelo cálculo literal de [M]-1 através do Matlab Symbolic Toolbox; a expressão desta matriz se encontra em anexo, na função matlab que define o modelo dinâmico mnlct42.m. 


� O controle da contração muscular, na realidade, é feito pelo sistema nervoso central sobre cada unidade motora individuamente (ver item 2.1.3). No problema tratado neste texto, será considerado que cada músculo pode ser controlado independentemente, a partir do sinal de Estimulação Elétrica Neuro-Muscular incidindo diretamente sobre toda a junção neuro-muscular de cada músculo.


� O conceito de braço de momento e sua determinação estão mostrados no próximo capítulo. Brevemente, consiste na distância mínima entre a linha de ação da força muscular e o centro da articulação.
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